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马克思与数学

在本文中，我要探讨 1857 到 1882 年间

马克思对数学问题，尤其是高等代数学的集

中研究，以及这一研究对马克思经济学说产

生的影响。

通过这场讲座，我希望向各位证明，这里

所讨论的主题对于马克思《资本论》的创作过

程而言具有极为重要的意义。不过，我是不是

引起了过高的期待，或者把话说得太满了呢？

马克思从经济学角度研究数学，这在 MEGA
第二部分 15 卷中的 14 卷里，不论是在引言，

还是在文本历史，亦或是在名目索引中，都没

有得到反映，这毕竟是一个无法忽视的事实。

在某些经济学卷次中，如在第二部分 4.1 卷以

及第 3 卷———这一卷在这里正由马列部翻译

成中文，在其中有大量重要的数学内容———

中，编辑者甚至说明，在编辑完成的文本中，

不会用文字表述代替数学符号，而是原样保

留。在这些卷次的编辑说明中，对最简单的数

学计算符号进行了解释，例如+，-，>，<，而这

些符号对于每一位读者而言，都是早从学生

时代就熟悉的。

只有在最近出版的第二部分卷次 4.2
（2012 年）中，情况发生了变化。在这一卷中，

编辑者指出了，本卷发表的文本提供了重要

的线索，证明马克思是出于经济学目的而从

事数学研究，并且，马克思已经着手将他的核

心观点通过数学加以表述。

马克思本人很少向我们揭示他进行数学

研究的具体意图。只有一次，也就是在 1858
年，马克思指出，这和他在《政治经济学批判

大纲》中的经济学理论有关，他给恩格斯写信

说：

野渊我冤在制定政治经济学原理时噎噎袁把
代数迅速地温习一遍遥 冶

而在后来写给恩格斯的其他书信中，马

克思一再提到，有那么几天，几星期甚至好几

个月的时间，马克思无法全身心地投入经济

学写作，他就把这些时间用来研究微分学。数

学是马克思业余消遣，打发时间的一种方式

么？马克思的女婿，保尔·拉法格在 1891 年也

回忆说，马克思有“一种独特的方式”来忘记

病痛和烦恼，那就是微积分。

然而，马克思在 1857 至 1881 年间创作

的经济学文本———其中很大一部分是在

MEGA2 中首次发表———所传达的却是另外

一种信息。这些文本告诉我们，马克思当时显

然是打算将数学运用于经济学，不过不是简

单的代数运算（马克思不会从事简单的运

算），而是要在这些经济学数值之间找出普遍

适用的规律，如果可能的话还打算用来精确

计算动态的经济学数值，以及对经济学概念

（价值—剩余价值—利润—平均利润）进行逻

辑推导（转化）———这对于马克思来说也相当

重要。因为马克思总是注意自然科学和社会

科学的统一性，在这两个学科之间确立一种

合理的，因而也是经得起推敲的研究方法上

的类比，对马克思而言应该是一大成就。与马

克思的《大纲》相关的研究成果包括一系列阐

述剩余价值（S）、生产阶段（p）、年生产时间

（Z）、流通时间（c）和周转次数（q?）之间关系

的公式。马克思在这里研究的是价值和剩余

价值的最大限额的数学问题。马克思在阐述

各个量之间的关系（比如必要劳动和剩余劳

动之间的关系、生产时间和流通时间之间的

关系）时一再利用未知数 x 和 y。马克思在《政

治经济学批判大纲》中认为，资本预付和资本

回流的关系

“应该用一个简单的等式来解决，这一点

我们以后再谈。其实这个问题并不属于这里

研究的范围。但是从以后要谈的信用问题来

看，这个问题是很重要的。”

1862 年 10—11 月，马克思在 1861—
1863 年经济学手稿的第愈吁笔记本中写下了

他对高数的期望：

野资本不是简单的数字遥它不是简单的商

品袁而是自乘的商品曰不是简单的量袁而是量

的比例遥它是作为本金尧作为既定的价值同作

为剩余价值的它自己的比例遥 C的价值渊按一

年计算冤等于 C[1+(1/x)]或 C+(C/x)遥 正像用

简单的计算方法不可能理解或推算出 ax =
n等式中的 x一样袁 也无法理解或推算出自

乘的商品袁自乘的货币袁资本遥 冶
今天在座的各位《资本论》专家都了解，

马克思在劳动中也发现了一种自乘的关系：

复杂劳动是简单劳动的自乘。如果诸位熟悉

数学，从上述引文中就可以看出，马克思实际

提到了应用数学函数等式的可能性。两个数

值都是变量，但其中的一个由另一个决定，即

y=f（x）。
1862—1863 年间，马克思翻阅了伦敦大

英博物馆里的数学文献，在工作室或者其他

空闲地方，他摆上了一摞代数学教科书，并在

这些书里留下了清晰的阅读痕迹，包括许多

旁注、对整个句子划线或者在定理下划线，他

对其中一些做了摘录，并在经济学草稿中引

用了这些摘录，只是很少注明出处。他对那些

作者和书名并不感兴趣，而是关注逻辑链条

或者说精确的计算路径。因此，他利用的是在

大学中常见的教材，而不是专业论文。（我提

醒大家回忆一下，我在《危机笔记》的摘录中

就此说过的观点：马克思对作者和报纸均不

感兴趣，他关注的是事实和人们处理这些事

实的方式。马克思已经认识到，他必须研究这

些领域，他也愿意这样做）。例如，1863 年 1—
2 月，在 1861—1863 年经济学手稿的第愈愈
笔记本中，马克思援引法国数学家路易 ? 本

杰明·弗朗克尔：

野资本渊悦冤最初等于 糟渊不变资本冤垣增渊可
变资本冤遥

产品 孕 或 悦忆，即已实现的资本（因为资本

只有成为增殖的价值，成为原价值加上剩余

价值时才实现），等于不变资本、可变资本加

剩余价值，后者等于 载。因此，我们得出下列

方程式：

渊员冤悦越糟垣增遥
渊圆冤悦忆或 孕越糟垣渊增垣曾冤遥
如果在第二个方程式中，我们假设 曾越园，

那么，悦忆或 孕越糟垣增，即等于 悦。这就是说，在这

种场合，产品的价值与原有资本的价值没有

区别；因此，资本没有实现为资本。

如果我们列一个方程式 赠越枣（曾），这里 枣 是
曾 的函数，而且 曾 变为 曾垣澡，那么，从 赠越枣（曾）可
以得出 再越枣（曾垣澡）。“很明显，如果 再越枣（曾垣澡），澡
等于零，那么，再 就变成 赠。”（弗朗克尔《微分

学》）”

马克思论证时多次用到英国物理学家伊

萨克·牛顿的流数术（即函数计算和微积分），

却没有提到牛顿。在马克思写于 1863 年的第

六章《直接生产过程的结果》（第一册第Ⅰ稿）

中，就有这样一处具有重要的方法论意义的

文本，而它在 1866-67 年间没有被《资本论》

第一卷的付排稿采用：

某个价值额“所以变成资本，是由于它的

量会增大，由于它会转化为一个变动的量，由

于它从一开始就是一个会产生流数的流动

量。[……]无论怎样达到这一点，这种 x 转化

为 x垣驻x 的实际程序决不会使这个过程的目

的和结果发生任何改变。当然，即使没有资本

主义生产过程，x 也可以转化为 x垣驻x [……]x
转化为 x垣驻x 的过程的这个目的，表明了研究

必须经历的途径。这个式子必须是变量的函

数，或者在过程中转化为变量的函数。[……]
而问题就在于找出这个组成部分，同时指出

通过什么中介过程使原来的常量变为变量。”

在马克思 1865 年春写的第二册第玉稿

中也有一处与此类似的文字：

“在‘100 塔勒资本和 10 塔勒剩余价值’

这种说法中，这 110 塔勒表现为本身有差别

的、内容不同的、表示资本主义关系的价值

额，表现为 100 塔勒同作为资本的本身的关

系，因为这是对 10 塔勒，即对从资本分出来

的增长额的关系；在这种说法中，使 100 塔勒

成为 10 塔勒的生产者的（生产过程的）媒介

被消除了，完全被扬弃了。它仅仅还以这样的

形式存在：100 塔勒是基本额，10 塔勒是它的

增长额，它的补充额，派生额。……10 塔勒同

样地既可以构成总额的 110，也可以构成预付

资本总额的 110。把最初额减掉，不管怎样的

10 塔勒都形成增长额，这增长额本身与流动

量并无不同。完全像在积分学中一样，只要

dx，dy 不再起作用，并且一个数中的过程停下

来，dx，dy 作为增量就会消失。”

1863 年 1 月，马克思在 1861—1863 年经

济学手稿第愈峪笔记本中分析了安东·埃利

泽·舍尔比利埃。1840 年，这位瑞士经济学家

和李嘉图主义者在他的著作《富或贫》中用代

数方法研究了总产品（P，三个生产者分别是

P、P?和 P??）、使用的资本（C）、实际消费的资

本（c，三个生产者分别是 c、c?和 c??）、利润

（仔）、利润对资本的关系（r）之间的比例，以及

这些比例对价格的影响。这种阐述方式在当

时很少见，也不为人所理解。因此，马克思指

责舍尔比利埃的认识目的和叙述方式非常不

历史：

“他提出的利润率的公式，或者说是用数

学来表示通常所理解的利润，本身并不包含

任何规律；或者说甚至是绝对错误的，尽管他

对这个事物有某种模糊的概念，接近于对它

的了解。”

然而，马克思在此也清楚地表明了他自

己的标准，以及他是如何看待为什么要在经

济学中应用数学这一问题的：重要的不是把

此前以文字加以表述的经济关系转换为公

式，马克思在信中认为这是同义反复，多此一

举。重要的是在精确公式的辅助下，找出经济

领域中的具有规律性的关系。这样，有了公式

的极大助益，人们就能在最小的空间上审视

和讨论这个领域。这一点并不是什么新东西。

早在 1826 年，德国经济学家约翰·亨利希·杜

能就已经确信，“代数计算”一旦应用于研究

对象，便能够发现普遍的规律。

1861 年，马克思相信，自己在“数学上”毫

无疑问是正确的。在马克思 1861 年底写《政

治经济学批判》第芋笔记本中，在“2. 绝对剩

余价值”的标题下，他加了这样一个评注：

“从严谨的数学的角度来看，这里阐述的

观点也是正确的。因而，用微分计算，假设 赠越枣
（曾）垣悦，其中 悦 是不变量。曾 变为 曾垣吟曾，不会

改变 悦 的值。因为不变量不发生变化，所以

凿悦越0。可见，不变量的微分是 0。”

从 1863 年 1 月起，马克思还研究了英国

数学家和力学家是怎样区分工具和机器的，

他们在何种程度上———他认为是在数学上是

合理的———将机器理解为自乘的工具，但是，

他批评说，这些数学家对于其质的和历史-经
济语境有失考虑。后来，在《资本论》第一卷

中，他又强调并大大扩充了这一论证。

1863 年夏，马克思鼓励恩格斯像他一样

研究微积分：

“我认为这对你的军事研究几乎是不可或

缺的”，不过这个建议对于恩格斯来说是多余

的。在座各位如果从事过恩格斯论军事战略

和军事技术的文章的翻译，就会了解，恩格斯

非常重视在这些领域应用数学。他多次称赞

法国炮兵的“思维缜密”和“数学天才”，他们

“鲜明的语言”和“科学的方法”。很可能恩格

斯将著名的德国数学家欧拉视为榜样，欧拉

的数学著作在海陆军中得到了广泛的应用。

1864 年 6 月，马克思在信中主动向恩格

斯解释了微分学的基本观点。在另一封信中，

他又向自己的亲戚莱昂·菲力浦斯说明了人

类是怎样从点数走向数字的，对于进入交换

的产品的价值估算和货币的产生来说，这是

一个不可谓不重要的历史过程。他在这两封

信中都没有说明他的数学知识出自何处。

1861—1863 年经济学手稿笔记本的多个

封面上都写有几何学和三角学的演算。可惜，

MEGA2 第二部分第 3 卷（第 1-6 分册）中，这

些数学演算只是在标记描述中才被提到。马

克思对英国经济学家和著名的李嘉图批评者

赛米尔·贝利的批判，显示这些演算可能跟对

“价值实体”的经济学阐述有关。在第愈吁笔

记本上，他说，如果几何学，像这位著名的李

嘉图批判者在谈到商品 A 和 B 等同时那样

只满足于说，三角形表现在平行四边形上，平

行四边形表现在三角形上，那几何学就不可

能再前进一步了。马克思跟物理学家牛顿一

样，谈论的是使事物可以相互比较的本质上

的同一。在 1864 年的札记本中也有几页几何

和三角学的演算———而且挨着单调数列、简

单代数微分、高次幂二项式以及有关资本价

值构成的公式、计算和有关资本有机构成改

变时利润率的公式、计算。

对此，我想强调的是，我们对马克思写下

这些数学论证的地方给予了比此前大得多的

关注，在 MEGA 中这一点备受忽视。这种地方

不仅表明了时间上的联系，而且也显示出了

思路上的关联，相似性和启发，等等。马克思

本大可不必将自己对数学的思考写在 1861-
63 年手稿笔记本的封面或者空白页上。他本

来可以用散页来写，然后把它们归入更早的

数学阐述。但马克思显然希望在数学论证和

经济学手稿之间留下“有形的联系”，在这里

是和 1861-63 年手稿，在别处则是与 1868 年

或者更晚一些的手稿。马克思希望，自己在以

后利用这些手稿时也能重温他此前写下这些

数学论证的意图。

1864 年 5 月，马克思借给恩格斯一本前

面提到过的弗朗克尔的《纯数学完全教程》。

几天后，恩格斯在一封信中评价了马克思对

这本没有流传下来的书的旁注。由恩格斯的

评论，我们得知：马克思只研究过这本书中的

代数部分。而这一次，是恩格斯建议马克思继

续研究代数学并且将之应用到经济学阐述中

去，在恩格斯看来，马克思不应该再停留在这

种“非常令人讨厌的”、还有许多错误的计算

上：

“不管怎样好地利用数字例题来说明，我

总觉得这里仅限于用数字，不如用 a垣遭 作简

单的代数说明来得清楚，这是因为用一般的

代数式子更为简单明了，而这里不用一般的

代数式子也是不行的。”

马克思对数学的研究还反映在他的政治

评论上。他喜欢在演说或文章中使用和数学

相关的习语（例如，“具有数学精确性”，“在数

学上完全准确”，“正如数学家所说的”，等

等）。1861 年，他在对美国内战的评论中，将英

国报纸反对北方各州的贫乏论据比作“数学

级数的公式”，“在一定的差距上重复着，很少

有变异或组合的技巧”。不过，在马克思那里

还有一些更加特别的言论，例如我在关于“六

册计划”的讲座中提到的：马克思打算在必要

时设第一分册的稿酬的最小值为 0。
1866 年，马克思认为自己已经非常熟悉

数学领域，可以做出这样的评价：虽然法国哲

学家奥古斯特·孔德作为数学家要比黑格尔

强，但是从更高的角度看，黑格尔超越了他。

恩格斯也非常相信马克思的数学造诣，一年

前，恩格斯就曾对德国社会批判哲学家弗里

德里希·阿尔伯特·朗格（此人我在关于“新陈

代谢”一讲中提到过）说，马克思精通数学和

哲学，他可能是唯一能够出版黑格尔数学研

究手稿的人。

我们在《资本论》第一卷第一版中也能够

找到马克思研究微分学的线索。牛顿的“增加

值”（增长额）这一重要概念，甚至在剩余价值

理论中占据中心地位；转化为劳动力的资本

被看作决定性的“流动量”：“v + m = v +
驻v(v 加 v 的增长额)”。

马克思在第 3 章中提出了计算剩余价值

率的一个公式，但是，他对这一表述还不太满

意，所以，在第 5 章他又回到了这一问题，在

那里提出了“剩余价值率的各种公式”。他认

为，这些公式在“概念上是严格的”，因为它们

抓住了本源的关系。事实上，即便这些公式还

“不是有意识地制定的”，类似的东西在古典

政治经济学家那里就已经存在了。但是，在他

们那里，这些“派生的公式”，因而也是不够严

谨的公式，会导致错误的结论。在马克思 1863
年写的 1861-63 年经济学手稿的第愈愈笔记

本上，马克思已经提出了核心的论证。在这

里，我们可以找到马克思后来在 70 年代广泛

研究函数和导函数概念的根源。在这两处文

本，即在《资本论》和 1861-63 年手稿中，马克

思都将剩余劳动在数学上表述为必要劳动的

一个函数。

无论如何，马克思感到他的著作中的好

多地方都可以与数学相类比，比如在谈到虚

拟值的后面隐藏着真实的关系时，谈到同一

术语表示不同的含义时，以及谈到中介的层

面时：“要解决这个表面上的矛盾，还需要许

多中项，就像从初等代数的角度来看，要了解

（0/0）可以代表一个真实的量需要很多中项

一样。”

马克思在《资本论》第 1 卷论述资本积累

的一般规律的导言中，马克思指出，“执行职

能的资本”每年都获得一个“增值额”。在这里

马克思已经在考虑，如何在数学上表述，在一

定年份后单个资本只是由积累的剩余价值组

成。但在生产的巨流中，全部原预付资本，与

直接积累的资本即重新转化为资本……的剩

余价值或剩余产品比较起来，总是一个近于

消失的量（数学意义上的无限小的量）。

在接下来的 1867—1868 年的第二、三册

手稿中，“执行职能的资本”这一概念频繁出

现。从语源学上看，这个词来源于数学，马克

思指的是每个单位时间内实际在增殖的资

本，也就是说部分预付固定资本———这部分

比如说每年完成价值转移，和预付可变资

本———这部分资本每年创造了新价值。“执行

职能的资本”在价值上说明了从“真实的”成

本价格到“资本主义的”成本价格的过程（c +
v 寅 c + v + m 或者 f 寅 f?）。马克思的这

一阐述方式在概念上是新的大胆尝试。但是

与早先的论述产生了矛盾。“执行职能的资

本”这个带有企业经济学性质的术语，与“发

挥作用的资本”和“执行职能的资本家”这一

对社会学概念不一致，而这对概念在 1864—
1865 年第三册“主要手稿”中决定着马克思有

关社会关系物化和颠倒的理念。这一概念还

与作为商品资本、生产资本或货币资本“发挥

职能”的资本不协调。在马克思的论述中出现

了概念上的不一致，这是应该加以消除的。

跟前面的手稿一样，在第一卷第一版中

也反复谈到生产过程中的准确的数学值和数

学比例，甚至谈到了“比例数或比例的铁的规

律”。马克思在关于相对剩余价值的生产一章

中写道：“因此，工场手工业的分工不仅使社

会总体工人的不同质的器官简单化和多样

化，而且也为这些器官的数量大小，即为从事

每种专门职能的工人小组的相对人数或相对

量，创立了数学上固定的比例。工场手工业的

分工在发展社会劳动过程的质的组成的同

时，也发展了它的量的规则和比例性。”

从对劳动有机构成的考察到对资本有机

构成的阐述并不需要迈太大的步子，只要借

助于线性方程组即可。
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黄达（1925—）是一位教育家，是新中国

金融学教材与课程体系的主要奠基者与引

领者。他作为教师、学者、领导者，与中国人

民大学 65 年的历史，与中国人民大学对中

国教育和经济社会发展作出的贡献，始终

相伴相随。他始终把不脱离教学第一线作

为自己必须遵守的准则。黄达编写的《社会

主义财政金融问题》、《财政信贷综合平衡

导论》、《货币银行学》、《金融学》等教材影

响很大，特别是《金融学》这部中国金融学

科发展中又一本具有里程碑意义的教科

书，是黄达花费数年心血研究界定的宽口

径“金融”为范畴，与现代金融业的迅猛发

展同步，充分吸收国内外金融理论研究的

最新成果，代表了同期中国金融学科基础

理论教学的最高水平。

谷书堂（1925—2016）是一位杰出的政治

经济学教育家。他在从事繁忙的教学和科学

研究的同时，还担任南开大学经济学院的

党务和行政管理工作，先后任南开大学经

济系系主任助理、系副主任、党支部书记，

经济研究所常务副所长、所长，经济学院院

长。他始终是一边作管理工作，一边又亲自

组织教学研究队伍，亲自主编教材，亲自为

学生授课，传授知识，释疑解惑。谷书堂认

为，从推动中国经济学的整体发展来说，花

费更多时间培养学生，能够做出更大的贡

献。他的教育思想是开放性的，重视引进国

外的专家学者，广聘国际人才，加强与国际

学术界的交流，促成南开北美精算考试中

心落户南开，为我国培养出首批精算师，促

进了中国精算业的发展。他全力扩展经济

学院的学科体系，使其由原来的一系一所，

发展成为几乎包括了全部经济与管理的专

业学科，在不长的时间里，迅速建设了管理

学、金融保险学、国际经济与贸易学、会计

学、旅游学、价格学、数量经济、城市经济

学、产业经济学、交通经济等新兴应用学

科，使当时南开的经济学学科总体水平站

到全国最前列。谷书堂对经济学教学事业

倾注了大量心血，贡献多，影响深。

刘诗白（1925—）是优秀的教育家和忠诚

的教育工作者。作为“经济学界的西南王”，他

从教数十载，成就卓著。作为经济学研究的领

军者、学生健康成长的指导者、教育改革创新

的实践者和良好社会风气的引领者，刘诗白

心系高校学科建设，努力提携年轻后辈，为经

济学教育事业和西南财经大学的发展，呕心

沥血，为国家经济学学科建设和人才培养做

出了重要贡献。

何炼成（1928—）一生未离开过西北大学

的讲坛，从事经济学教学 60 多年，把自己的

知识和才华毫无保留地献给了西北大学的学

子们。他在担任西北大学经管学院院长 20 多

年，始终坚持在教学第一线，先后讲授过 7 门

课程，受业学生逾万人，尤其是为中国培养了

一批基础扎实、勇于创新的杰出中青年经济

学家。如张维迎、魏杰、刘世锦、邹东涛，均出

自他的门下。正因为这么多经济学家出自西

北大学，所以有人把西北大学经济管理学院

誉为“青年经济学家的摇篮”，把他誉为“经济

学界的西北王”。

以上 20 位经济学家是德厚流光的大师，

是推动经济学教育改革发展的风云人物。此

外，樊弘 （1900—1988）、漆琪生（1904—
1986）、季陶达（1904—1989）、袁孟超（1905—
1991）、王赣愚（1906—1997）、杨敬年（1908—

2016）、陈振汉（1912—2008）、周守正（1914—
2006）、易梦虹（1916—1991）、朱景尧（1916—
2013）、吴大琨（1916—2007）、李崇淮（1916—
2008）、钱荣堃（1917—2003）、闵庆全（1918—
2011）、胡代光（1919—2012）、宋承先（1921—
1999）、高鸿业（1921—2007）、赵靖（1922—
2007）、王叔云（1923—2002）、甘培根（1925—
2006）、钱伯海（1928—2004）等人对经济学教

育事业的贡献也比较大。他们积累的许多教

育经验，特别是在教育方法、学习方法、培养

方法，并由此形成的教育思想值得我们学习。

他们守得一身清风傲骨，为我国经济学理论

创新提供了巨大的支持，他们的贡献将永远

被人民铭记。

总体看，除了在国家机关、经济管理部门

及智囊智库机构工作的经济学家外，绝大多

数经济学家都在高校任教或有过任教的经

历。有的虽然不在高校，也有为数不少的经

济学家欣然担任“兼职教授”“客座教授”“特

聘教授”。这种风气应该鼓励，但不能徒有虚

名。 渊完冤

学界通常认

为，马克思对

数学的研究，只是他在政治

经济学研究之外的“业余消

遣”。然而，通过对《马克思

恩格斯全集》历史考证版第

Ⅱ部分新发表的马克思经

济学手稿、数学手稿和马恩

书信进行仔细分析后发现，

马克思自19世纪 60年代

以来就致力于将数学运用

于经济学研究，目的是要通

过数学方法找出普遍适用

的经济学规律，并对自己的

系列经济学概念，包括价

值、剩余价值、利润和平均

利润等等进行逻辑推导。马

克思是出于经济学目的而

从事数学研究

的。

■ 白卫星《经济学家周报》副主编

影响中国经济学教育的经济学家


